Partiel de PL (Correction)

Exercice 1

Question 1 (4 points)

On veut maximiser la surface découpée. 1l y a deux contraintes due & la demande, et deux dues
a la largeur des bobines. On écrit la fonction a maximiser :

z = 201121 + 301129 + 20l52x3 + 30l514
< 2z = 6021 + 90zo + 1003 4+ 15024

Les contraintes dues & la largeur de la bobine sont

lhizy +1loxg <9 o 3x1 + 523 <9
lio + loxg <7 3x9 +5xy <7

Les contraintes liées a la demande sont :

20x1 + 30x2 > 40
20x3 + 30x4 > 20

Ou, de maniére équivalente,
21+ 3x0 > 4
23+ 3xy > 2

Question 2 (2 points)

Considérons les contraintes de largeur :

3x1+5x3§9:> 53:3§9:> T3 < 2
3rg +bry <7 bxa <7 Tq < 2

Donc z3,x4 € {0,1}. De méme,
3r1+523<9 31 <9 r1 <3
= =
3rg +bxy <7 310 <7 Tq < 2
Question 3 (2 points)

On peut décomposer les variables 1 et 5 en variables bivalentes' :

avec Y11, ¥12, Y21, Y22 € {0,1}

T1 = 2y11 + Y12
T2 = 2y21 + Y22

1 est préférable de décomposer x1 = 2y;1 +yi2 que £1 = yi1 +yi2+yi3 car dans le deuxiéme cas, il n’y a pas une
solution unique, par exemple, 1 = 1 peut étre obtenu de trois facons différentes. Le meilleur moyen de s’assurer
que la décomposition aura une solution unique est d’utiliser les puissances de 2 : @ = z; + 2x2 + 4xs... + 287 Loy,



Le programme s’écrit alors :

max z =120y11 + 60y12 + 180y21 + 90y22 + 10023 + 150x4
s.c. 6y11 + 3y12 + 513 <9
6y21 + 3y22 + 514 <7
4y + 2y12 + 4yo1 + 2y22 > 4
213 + 31y > 2
\ Y11, Y12, Y21, Y22, 3, 24 € {0,1}

On peut ensuite mettre toutes les contraintes dans le méme sens.

max z =120y11 + 60y12 + 180y21 + 90y22 + 100x3 + 150z4
s.c. 6y11 + 3y12 + 523 <9
6y21 + 3y22 + 5x4 <7
—4y11 — 2y12 — 4y21 — 2y22 < —4
—2x3 — 314 < —2
\ Y11, Y12, Y21, Y22, o3, x4 € {0,1}

Exercice 2
Question 1 (3 points)
On développe D'expression et on la simplifie, pour obtenir :
—x? + 4xd 4 122129 + 11ag + Tao

Ensuite, on linéarise les termes quadratiques, c’est-a-dire 22, 23, 7179, en réalisant la trans-
formation y; ; = x;x;,1 € {1,2}, et en rajoutant les contraintes liées.
Le programime linéaire s’écrit donc :

max —yil + 4?45,2 +12y12 + 1121 + T

T1,%2,Y1,1,Y1,2,Y2,2
s.c. 1+ 210 <2
Y11 < 11
21—y <1
Y12 < 21
Y12 < T2
r1t+wa—y12<1
Yo,2 < T2
2r1 —y22 <1
T1,T2,Y1,1,Y1,2, 2,2 € {0,1}

Question 2 (3 points)
On va réutiliser les notations vues en TD, & savoir :

x% 1T X1
X =| z129 x% T
il i) 1



On veut R telle que trace(RY) = —a:% + 4x§ + 122129 + 1121 4+ 7x2. On trouve :

11

-1 6 L

R=| 6 4 1
11 7

3 3 0

Pour la contrainte, c’est pareil, on cherche W telle que trace(WX) = z1 + 2z2. On trouve :

W:

= o O
= o O
O ol

Notre programme s’écrit alors :

max trace(RX)
(WX) <2
X =0

s.c. trace

Question 3 (6 points)

La question consiste & transformer la contrainte trace(WX) < 2, et a trouver la matrice W; qui
correspond.

Premiére reformulation (1 point)
On replace les x; par :cf La contrainte devient :

x3 4 223 <2

On trouve alors la matrice Wy :

=

Il
O O =
SN O
o O O

Notre programme s’écrit alors :

(RX)
s.c. trace(W;X) <2
X =0

max trace

Deuziéme reformulation (1 point)
On éléve au carré les deux membres de la contrainte. Elle devient donc :

(z1 4 219)? < 22

On développe pour obtenir :
2} 4 dxyze + 423 < 4

On trouve alors la matrice Wy :

—_

Wy =

[enl N
S =N
o O O



Notre programme s’écrit alors :

max trace(RX)
(

s.c. trace WZY) <2
X =0

Troisieme reformulation (1 point)
On multiplie les deux cotés de la contrainte par (z1 + 2z2), ce qui donne :

(1 + 222)% < 2(21 + 2a9)
Aprés développement, on obtient :
:E% +4x120 + 4x% —2x1 —4x9 <0

On trouve alors la matrice W3 :

1 2 -1
Wi=1| 2 4 -2
-1 -2 0

Notre programme s’écrit alors :

max trace(RX)
(

s.c. trace(W3X) <0
X =0

Quatrieme reformulation (1 point)
On passe I'ensemble de la contrainte a droite pour obtenir 2 — (21 + 2z2) > 0, puis on ’éleve au
carré. Aprés développement, la contrainte s’écrit :

x% +4x1x9 + 4:13% —4x1 — 8xg > —4

On trouve alors la matrice Wy :

1 2 =2
Wy = 2 4 —4
-2 -4 0

Notre programme s’écrit alors :

max trace(RX)
s.c. trace(WyX) > —4
X =0

Lécriture (z; + 229) — 2 < 0 mis au carré est ((z; + 2x2) —2)° > 0 en non pas < 0. En
effet, la solution (z1,z2) = (1,0) est une solution valide, car 1 * 1+ 2 %0 < 2. Si on utilise



((x1 4 229) — 2)* <0, on obtient (1% 142%0) —2)*> <0« (—1)2 <0, ce qui est faux.

Cinquiéme reformulation (2 points)
On va multiplier la contrainte par 1, x2, (1—2x1), (1—x2), ce qui nous donnera quatre inéquations
au lieu d’'une. On obtient alors :

(x1 + 2w2)x1 < 219 m% + 2x1290 — 221 <0

(x1 4+ 222)(1 — 1) <2(1 — 1) r1T9 + 2:6% — 229 <0

(21 + 2x9)w2 < 219 -y x% — 2219 + 321 + 229 < 2
(1 + 222)(1 — w2) < 2(1 — x2) — 222 — a4 1+ das < 2

D’ou 'on déduit quatre matrices Wsq, Wap, Wse, Wsg

11 -1

Wse=| 1 0 0

1.0 0 |

0 1 o]

Wep = % 2 -1

0 -1 0 |

PRI

Wse=| -1 0 1
3

L2 1 0]

B 1 1

0 -3 3

Wsa=| —35 -2 2

L 2 0

Notre programme s’écrit alors :



